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Mathématiques
infinitaires

PRA
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Théoréme

T
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Axiomes Théoréme

Al,...,An:> T
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Axiomes Théoréme

Al,...,An<: T
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Arithmétique du second ordre

t2220|1‘X|t1—|—t2|t1-t2

f::= t1=t2|t1<t2‘tlEX|f1\/f2
= |vif | 3 | VXF | XS

(Hilbert et Bernays)
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Un ensemble A C N est calculable s’il existe un programme
informatique qui, pour une entrée n, décide sin € A.

These de Church-Turing

Cette définition est indépendante du langage de
programmation choisi.
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Arithmétique de Robinson

m+0=m
m+n+1)=m+n)+1
mx0=0

mx (n+1)=(mxn)+m
m+1+#0
m+l=n+1—-m=n
ﬂ(m<0)

m<n+1l< (m<nvVm=n)

PN PN
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Schéma de compréhension
IXVn(n € X & ¢(n))

pour toute formule ¢(n) ou1 X est libre.

8/25



CONTEXTE MATHEMATIQUES A REBOURS OBSERVATIONS
! !

Hiérarchie arithmétique

» 3V : définissable par une formule Jn.¢
» 119 : définissable par une formule Vn.¢
» A?:2ala fois X0 et T1

ol ¢ est une formule ne contenant que des quantificateurs
bornés.
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Hiérarchie arithmétique

» 3V : définissable par une formule Jn.¢
» 119 : définissable par une formule Vn.¢
» A?:2ala fois X0 et T1
ol ¢ est une formule ne contenant que des quantificateurs

bornés.

Calculable = définissable par un prédicat AY
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Schéma de compréhension AY
Vn(e(n) < ¥(n)) = IXVn(n € X < ¢(n))

ott p(n) est une formule ¥ ot X est libre, et ¢ est une

formule H(l).
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Schéma d’induction
©(0) AVn(p(n) = p(n+1)) = Vnp(n)

pour toute formule ¢(n)
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Schéma d’induction XY
p(0) AVn(p(n) = p(n+1)) = Vnp(n)

ott ¢(n) est une formule Y
équivalent a

Schéma de compréhension bornée %Y
VpaXvn(x e X & n <pApn))

ott ¢(n) est une formule X ot X est libre.
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Schéma d’induction X!
p(0) AVn(p(n) = @(n+1)) = Vnp(n)

ott p(n) est une formule X!
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RCA,

Arithmétique de Robinson

m+1+#0
m+l=n+l—-m=n
—(m < 0)

m<n+1le (m<nVm=n)

Schéma d’induction %!

p(0) AVn(p(n) = ¢(n +1))
= Vnp(n)

5 0
ott ¢(n) est une formule XJ

m+0=m
m+m+1)=m+n)+1
mx0=0

mx n+1)=mxn)+m

Schéma de compréhension A

Vn(e(n) < (1))
= IXVn(n € X & ¢(n))

ol p(n) est une formule E‘l) ou X est
libre, et 1) est une formule H(lj.
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RCA( capture les mathématiques
calculables

M = (w,{X : X calculable }, +, - <)
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Les mathématiques
sont calculatoirement
trés structurées

Presque tous les théoremes sont
empiriquement équivalents a un
parmi cinq ensembles d’axiomes.

IIICA
ATR
ACA
WKL

RCAo
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PROBLEME DE HILBERT

infinitaires pour prouver le fini

Justification des méthodes Z
2

(Infini)

Réductionnisme finitaire :
TF = PRAF ¢

pour ¢ une formule I19

“Au moins 85% des mathématiques sont
réductibles a des méthodes finitaires” PRA
(Stephen Simpson) (Fini)
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Certains théoréemes peuvent étre vus comme
des problemes.

Lemme de Koénig
Tout arbre infini & branchement fini admet un chemin infini.
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Certains théorémes sont plus calculables que
d’autres.

Théoréme des valeurs intermédiaires
Pour toute fonction continue f sur un

intervalle [a, b] tel que f(a) - f(b) < 0,1l
existe un réel x € [a,b] tel que f(x) = 0.

Lemme de Konig
Tout arbre infini & branchement fini admet
un chemin infini.
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Q est au moins aussi difficile que P si

RCAgH-Q — P
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THEOREME DE RAMSEY

Tout k-coloriage des n-uplets d’entiers admet un
ensemble infini monochromatique.
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II{CA
4
ATR

+
ACA

+
WKL

1
RCA,
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PERSPECTIVES IN LoGIic

Stephen G. Simpson

SUBSYSTEMS OF SECOND
ORDER ARITHMETIC

SECOND EDITION

Subsystems of second-order

arithmetic

Camighied Matertal

Lctur Notes Seres, Instiule for Mathematical Scences,
National University of Singapare

Denis R Hirschfeldt

SLICING THE TRUTH

0On the Computable and Reverse
Matt ics of Combi p

ol Pri I
ial P

s it Chcag » 0 ey » eadsce A Sl « W Bugh Wiain « o Yong
Compapres wtericn

Slicing the truth
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